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Neue Wege im Arithmetikunterricht
der Grundschule

1 Vorbemerkung

Drei Jahre lang — von 1997 bis 2000 — habe ich eine Grundschulklasse vollsténdig
und eigenverantwortlich vom zweiten bis zum vierten Schuljahr in Mathematik un-
terrichtet. Mein zentrales Anliegen war die Vermittlung eines inhaltlichen Verstind-
nisses der Arithmetik. Mein wichtigstes Werkzeug war dabei eine stilisierte Form
des Abakus, wovon jedem Schiiler ein Exemplar zur Verfiigung stand — Schulbiicher
benutzte ich nur selten. Dadurch gelang es, im zweiten Schuljahr die Addition und
Subtraktion — sowie darauf aufbauend — im dritten Schuljahr die Multiplikation und
Division im dekadischen Stellenwertsystem vollstdndig zu behandeln. Im vierten
Schuljahr konnte ich dann die Schiiler in die Bruchrechnung bis hin zur Addition
und Subtraktion einfithren und behandelte in diesem Zusammenhang auch noch
periodische Dezimalbriiche. Da aufler den grundlegenden Handlungen am Abakus
keine Algorithmen ,trainiert“ wurden, kann man davon ausgehen, dass die Rechen-
fertigkeit der Kinder auf inhaltlichen Uberlegungen beruhte, was sich auch an der
Individualitat der Rechenwege zeigte.

2 Etliche Altlasten ...

Nach meinem Dafiirhalten ist der iibliche Rechenunterricht an Grundschulen trotz
vieler Versuche, die Vermittlung von Mathematik ins Zentrum zu stellen, nur ein
Rechen-Unterricht im schlechten Sinne geblieben: Das Drillen von Normverfahren
scheint noch immer das hauptséichliche Ziel zu sein. Dies ist aber nur einer der
auffilligsten Méngel des derzeitigen Mathematikunterrichts an Grundschulen, von
denen ich hier einige kurz betrachten mochte.

> Das Zahlverstindnis, das Kinder bei Schuleintritt besitzen, wird durch den
Unterricht im Wesentlichen auf die Zahlzahlen eingeschrénkt, vielleicht auch wegen
des Chaos in der Darstellung der sogen. Zahlaspekte in der didaktischen Literatur.
Nach einigen mehr oder weniger unmethodischen Ubungen des Zahlens sollen die
Schiiler alle Rechenaufgaben des ersten Schuljahres zéhlend 16sen kénnen. Da dies
ohne Beriicksichtigung der Zehnerbiindelung geschieht, welche den gesprochenen
Zahlwortern ebenso wie den geschriebenen Ziffernzahlen zugrunde liegt, werden
zweistellige Zahlen ebenso wie die einstelligen nur als schriftliche Form der gespro-
chenen Zahlworter angesehen. Es ist also nicht weiter verwunderlich, wenn Schiiler
bei einer Aufgabe mit Zehneriiberschreitung das sogenannte Auffiillen zum Zehner



als unmotiviert empfinden. Dieses einseitige Zahlverstdndnis wird von den mei-
sten Schulbuchwerken durch die Verwendung des Zahlenstrahls zum Rechnen noch
gefordert.

Aber auch in den Klassen zwei, drei und vier gelingt es kaum, das Zahlverstind-
nis der Schiiler im Sinne des Stellenwertsystems zu erweitern. Dies zeigt sich bereits
mit aller Deutlichkeit bei der Subtraktion von Stellenwertzahlen: Trotz — oder viel-
leicht auch gerade wegen — des miihseligen Aufbaus dieser Rechenart im zweiten
und vor allem im dritten Schuljahr sind Schiiler am Ende ihrer Grundschulzeit
nicht fihig, das Normverfahren zu begriinden. Die meisten Fehler, die Schiiler bei
der Durchfithrung dieses Verfahrens machen (stellenweises Vertauschen von Minu-
end und Subtrahend, Ubertragsfehler, insbesondere Probleme mit der Ziffer ,,0,
usw.) lassen sich auf ein fehlendes Verstéindnis fiir das Verfahren zuriickfiihren. Sie
konnen daher nicht — wie oft vorgeschlagen wird — durch besondere Schreib- oder
gar Sprechformen behoben werden.

Ein inhaltliches Versténdnis fiir Stellenwertzahlen und die mit ihnen verbunde-
nen Rechenverfahren kann zwar durch herkémmliches Biindelmaterial (z.B. nach
Dienes oder Montessori) — jedoch nicht am Zahlenstrahl — geweckt werden, aber
in der Schulpraxis ist dieses Material — wenn iiberhaupt — dann gewiss nicht fiir
alle Schiiler vorhanden. Die ikonischen Darstellungen in Schulbiichern kénnen von
Schiilern deshalb nicht zu einer enaktiven Phase in Verbindung gesetzt werden und
sind insofern bedeutungslos.

Die in der Schulpraxis zu beobachtende Einseitigkeit des Zahlverstandnisses hat
ihre Ursachen m.E. aber auch in der Hochschulausbildung der Lehramtsstudenten.
So sind die einzigen prizisen Beschreibungen der natiirlichen Zahlen, an denen man
sich an Hochschulen i.Allg. orientiert, die der fachwissenschaftlichen Mathematik,
z.B. nach DEDEKIND /PEANO/vV. NEUMANN oder nach CANTOR/FREGE/RUSSELL.
Die Motive, die zu diesen Beschreibungen fiihrten, sind aber ganz andere als die-
jenigen, die ein Lehrer hat, wenn er Schiiler zu einem bestimmten Zahlverstindnis
wie dem der Stellenwertzahlen fithren mochte. Die mathematischen Beschreibungen
sind dafiir gar nicht brauchbar.

> Charakteristisch fiir den althergebrachten Rechenunterricht z.B. aus der Zeit
um 1900 war das reihenweise Memorieren der Sitze des Eins-plus-Eins, Eins-
minus-Eins, Ein-mal-Eins und Eins-in-Eins. Mit dem Einzug der ,,Neuen Mathe-
matik“ in die Grund- und Hauptschulen wurden alle diese Inhalte bis auf das
FEin-mal-Fins aus dem Unterricht endgiiltig verdréngt. Dass sich lediglich das stu-
pide Memorieren des Ein-mal-Eins bis heute in Schulbuchwerken hélt, ist u.a. durch
seine Verankerung in unserer Gesellschaft zu begriinden. Die Notwendigkeit des Me-
morierens der Ein-mal-Eins—Sétze ldsst sich aber auch im Hinblick auf die schrift-
lichen Verfahren der Multiplikation und Division begriinden. Konsequenterweise
miissten dann Schulbuchautoren und Lehrplan-Macher aber auch das Memorieren
des Eins-plus-Eins im Hinblick auf die schriftlichen Verfahren der Addition und
Subtraktion fordern — was kaum geschieht. Dieses Versdumnis hat fiir viele Schiiler
fatale Folgen: Noch im vierten und fiinften Schuljahr bendtigen sie konkretes Ma-
terial (u.a. die Finger), um einfache Additionsaufgaben im Zahlbereich bis 20 16sen



zu konnen. Alle Fille sogenannter Rechenschwéche, die mir bekannt sind, konnten
urséchlich auf diese und andere Defizite des Mathematikunterrichts zuriickgefiihrt
werden, so dass es mir hier passender erscheint, von einer Didaktikschwdche der
Lehrer zu reden, als Kindern in dieser Hinsicht geistige Defekte zu unterstellen.
Und es wire viel verniinftiger, didaktikschwache Lehrer in Aus- und Weiterbildung
zu therapieren, als die Schiiler dieser Lehrer.

Obgleich also die Aufnahme eines reihenweisen Memorierens des Eins-plus-Eins
in den Lehrplankanon in der heutigen Situation als Fortschritt anzusehen wire, ist
es doch nicht als Ziel anzustreben. Zum einen ist diese Art des Memorierens, wie
sie noch heute beim Ein-mal-Eins iiblich ist, psychologisch duferst fragwiirdig und
daher auch nur bei massiver Unterstiitzung durch Eltern oder andere auflerschuli-
sche Erzieher moglich. Zum anderen verhindert diese Art des Memorierens auch die
Entwicklung eines angemessenen Zahlverstindnisses, indem sie das Verstehen der
entsprechenden Zahlensétze iiberfliissig macht. Im Fall des Ein-mal-Eins lésst sich
dies vortrefflich beobachten, wenn man Schiiler des dritten oder vierten Schuljahres
z.B. danach fragt, was 8 mal 7 bzw. was 11 mal 7 ist. Wahrend sie auf die erste Fra-
ge sehr schnell die richtige Antwort geben, miissen sie bei der zweiten Frage relativ
lange nachdenken — verkehrte Welt! Nun muss das Memorieren des Eins-plus-Eins
und Ein-mal-Eins ja nicht reihenweise geschehen — einige Anregungen dazu, wie
es intelligenter geschehen kann, sind beispielsweise bei WITTMANN/MUELLER zu
finden. Und wie man insbesondere auch die Finger strukturierend zum Aufbau des
Eins-plus-Eins einsetzen kann, will ich demnéchst in einem kleinen Artikel darlegen

(s- [5])-

> Ein wesentlicher Vorteil von Stellenwertzahlen gegeniiber anderen Arten von
Zahlzeichen liegt in der Einfachheit der Algorithmen zu den Grundrechenarten,
vor allem denen der Multiplikation und der Division. Aber gerade in diesem Be-
reich ist ein eklatantes Versagen der Mathematikdidaktik festzustellen. Besonders
deutlich wird dies bei der Vermittlung des Divisionsalgorithmus: Die Grundschule
ist noch nicht einmal fihig, diesen Algorithmus fiir mehrstelligen Divisor allgemein
zu vermitteln; und das Wenige, das diese Schule zu vermitteln vermag, gerét bis
zum Beginn des fiinften Schuljahres wieder in Vergessenheit, weswegen das fiinfte
Schuljahr zu einem erheblichen Teil den Stoff der Grundschule wiederholen muss.
Aber auch am Ende dieses Schuljahres kann man von einem Schiiler hichstens
erwarten, dass er eine Divisionsaufgabe korrekt 16st. Weshalb aber der von ihm
benutzte Algorithmus eine korrekte Losung liefert, das wird er nicht beantworten
konnen. Und dabei ist diese Rechenleistung eines Schiilers im Vergleich zu der eines
gewohnlichen Taschenrechners noch ausgesprochen erbarmlich. Im Hinblick auf die
allgemeine Verfiigbarkeit von Taschenrechnern erscheint mir die herkémmliche Ver-
mittlung der schriftlichen Verfahren tatséichlich &uflerst fragwiirdig. Unsere Schiiler
werden trotz dieser technischen Revolution des ausgehenden 20. Jahrhunderts noch
immer so unterrichtet als wollte man sie zu Buchhaltern des 19. Jahrhunderts aus-
bilden. Der Schaden, der durch diese Art mathematischer ,,Missbildung* in der
Primarstufe angerichtet wird, ist gar nicht zu iiberschétzen. Dass sich Schiiler auch
im Mathematikunterricht der hoheren Klassen gerne an Algorithmen klammern,



ohne diese inhaltlich verstanden zu haben, darauf werden sie im Mathematikunter-
richt der Primarstufe bereits bestens vorbereitet. Nichts gegen Algorithmen! Aber
es geht darum, sie im Unterricht mit Verstand zu entwickeln, d.h. zu erzeugen und
zu moderieren, nicht aber um ein blindes Abarbeiten.

Immerhin mehren sich mittlerweile die Stimmen derer, die gegen solch einsei-
tige Vermittlung starrer Algorithmen sprechen. Es ist aber nicht zu erkennen, wo-
durch der bisherige Unterrichtsinhalt ernsthaft ersetzt werden soll. Gelingt es aber
tatséichlich, die schriftlichen Verfahren aus Lehrpldnen und Schulbiichern zu ver-
bannen, so wird vermutlich die Zahl der Schiiler mit angeblicher Rechenschwiche
noch weiter steigen. Wenn aber die schriftlichen Verfahren in ihrer Bedeutung fiir
den Unterricht nur relativiert werden sollen (ohne sie abzuschaffen), dann frage ich
mich, wie man es nun in kiirzerer Zeit als bisher schaffen will, diese Verfahren doch
zu vermitteln.

Nun sind im gegenwirtigen Unterricht durchaus Ansétze erkennbar, den Schiilern
die schriftlichen Rechenverfahren verstindlich zu machen und sie diese nicht nur
nachahmend ausfithren zu lassen. Ich denke hier an das sogenannte halbschriftli-
che Rechnen (eine unpassende Bezeichnung, die wohl aussagen soll, dass man ,auf
halbem Wege“ zum schriftlichen Normalverfahren ist; passender wiirde man die-
se Art des Rechnens deswegen halbnormales Rechnen nennen). Allerdings ist den
iiblichen Darstellungen halbschriftlicher Verfahren in Schul- und Hochschulbiichern
leider auch so manches Versténdnisdefizit der Autoren hinsichtlich des Stellenwert-
systems zu entnehmenﬂ Wie kann es beispielsweise sein, dass als Anschauungsma-
terial in diesem Zusammenhang Biindelmaterial ohne Stellenwert (z.B. nach Dienes
oder Montessori) benutzt wird, wohingegen doch der Abakus das einzige Material
ist, das tatséchlich ein Stellenwertsystem verkorpert. Die pleonastische Verwendung
solchen Biindelmaterials in Stellenwerttafeln 16st nur deshalb keine entsprechende
Verwirrung aus, weil es als schematische Hilfe von Schiilern zum Gliick ignoriert
wird. Das Rechnen mit diesem Biindelmaterial erscheint so, als wiirde man mit
romischen Zahlzeichen in einem Stellenwertsystem rechnen wollen. Der Aufwand,
der dabei getrieben wird, wirkt im Vergleich zum Abakusrechnen geradezu gigan-
tisch. Schon aus diesem Grund ist das herkémmliche halbschriftliche Rechnen als
Erklarung des schriftlichen Rechnens ungeeignet.

Die Stufenfolge , erst halbschriftlich, dann schriftlich“ ist dariiber hinaus auch
viel zu grob, um nur annidhernd die Ontogenese des schriftlichen Rechnens bei
Kindern angemessen zu beschreiben. Tatséchlich beobachtet man bei Kindern, die
inhaltlich orientiert rechnen, mehr Stufen, die auflerdem noch anderen Inhalts sind.

> Eine weitere Hiirde fiir das Verstdndnis des schriftlichen Rechens liegt in der
Isolierung der Grundrechenarten:

e Die Subtraktion wird durch das Ergénzen in Zusammenhang mit der iibli-
chen Notation derart negativ verfremdet, dass der Zusammenhang zur Addi-

IMir ist bewusst, dass diese Unterstellung sehr leicht als Beleidigung aufgefasst werden kann, da
das Verstédndnis des Stellenwertsystems bereits Unterrichtsinhalt der Primarstufe ist, die wir alle
erfolgreich durchlaufen haben. Andererseits ist es allein mit diesem Schulwissen schier unmaoglich,
z.B. die Teilbarkeitsregeln auf andere Stellenwertsysteme zu iibertragen
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tion oder gar zur naheliegenden Handlungsweise des Wegnehmens fiir Schiiler
nicht mehr erkennbar ist.

e Bei der Multiplikation wird schon mit dem stupiden Memorieren des Ein-
mal-Eins die Verbindung zur Addition gekappt. Um aber ganz sicher zu sein,
dass wirklich kein Kind ein brauchbares inhaltliches Verstdndnis des Multi-
plizierens aufbauen kann, behandelt man dariiber hinaus den rechten Faktor
(im mehrstelligen Fall) als Multiplikator, was der Umgangssprache der Kin-
der jedenfalls zuwider lauft.

e Die Division wird — kaum eingefiihrt — als Umkehrung der Multiplikation
betrieben. Dies kénnte im Rahmen des kleinen Ein-mal-Eins zwar noch mit
Verstand geschehen, dem aber wirkt die anfingliche Einengung auf Divisio-
nen ohne Rest entgegen. Die Begriindung des Dividierens durch die Hand-
lungsweisen des Aufteilens und Verteilens geht jedoch spétestens beim halb-
schriftlichen Dividieren génzlich verloren, wenn zum Dividieren der Dividend
zundchst nach Stellen zerlegt wird, was man geradezu als Irrefithrung der
Schiiler ansehen kann.

Geradezu todlich fiir ein verstéindliches Rechnen ist nach meiner Erfahrung schlief3-
lich die Einfithrung normierter Endformen und insbesondere jener Rasterverfahren,
die in Lehrplénen derzeit gefordert sind. Selbst wenn man Schiiler mit Verstand in
ihre Néhe fiihrt, wirken diese Endformen wie Verdunkelungen, so dass die Schiiler
schon nach wenigen Wochen die jeweilige Notation kaum noch begriinden koénnen.
Bedenkt man nun, dass im herkémmlichen Unterricht das Begriinden der Notation
ohnehin vollig unzulénglich oder gar nicht erfolgt und dass die zaghaften Ansétze
inhaltlicher Erkldrung beim halbschriftlichen Rechnen ohne konkretes Material und
nur fiir kurze Zeit behandelt werden, dann wundert der Mangel an Verstindnis
nicht. Was spricht denn angesichts dieses Missstandes dagegen, als normierte End-
form den Taschenrechner zu verwenden? Warum Kinder noch zu Robotern erziehen
wollen, wenn wir schon bessere haben?

> Ein grofles Problem der Primarstufe, das mit herkémmlichen Methoden nur
schwer zu behandeln ist, sind Dezimalzahlen. Sie kommen schon in der Grund-
schule bei der Angabe von Liangen und Geldwerten vor. Faustregeln wie ,,das Kom-
ma trennt DM und Pf“ sind falsch (1 DM 5 Pf # 1,5 DM) und auf andere Grofien-
bereiche nicht iibertragbar. Eine profunde Behandlung dieser Thematik setzt das
Verstédndnis von Dezimalbriichen voraus. Am Abakus kénnen Dezimalbriiche allein
auf der Grundlage eines allgemeinen Bruchzahlverstéindnisses als Erweiterung
des Abakus ,,nach rechts“ eingefiihrt und in Analogie dazu Mafiverfeinerungen von
Groflen betrachtet werden. Eine ausfiihrliche und angemessene Behandlung von
Briichen wére in der Grundschule sowohl inhaltlich wie auch zeitlich méglich, wenn
man zunéchst das angemessene Material zur Vermittlung des Stellenwertsystems
verwenden wiirde, um damit brauchbare Formen schriftlichen Rechnens in kiirze-
rer Zeit als bisher zu entwickeln. Da sich jedoch das iibliche Drama des Rechnens



mit Stellenwertzahlen beim Rechnen mit Briichen — nun vor anderen Kulissen —
wiederholt, wire man schlecht beraten, herkémmliche Schulbiicher (des sechsten
Schuljahres) einem Lehrgang der Grundschule zugrunde zu legen. Hinsichtlich der
didaktischen Probleme bei der Bruchrechnung kénnen tatséchlich Parallelen zur
Stellenwertrechnung gezogen werden: Defizite beim Zahlverstdndnis und verfriihte
Formalisierung der Rechnung. Mit den Defiziten beim Zahlverstéindnis meine ich
den Begriffswirrwarr um ,, Anteile“, ,, Bruchteile“, , konkrete Briiche“, ,, Briiche* und
,Bruchzahlen“. Wenn % kg ein ,,Bruchteil eines Kilogramms ist, warum ist dann
1 kg kein Bruchteil von 2 kg sondern ein Anteil daran? Wenn der Anteil in beiden
Féllen aber % ist, was ist dann im Unterschied dazu ein Bruch? Wenn man weif3,
dass die Multiplikation von Groéflen inhaltlich nicht interpretiert werden kann, wes-
halb fiihrt man dann Briiche nach dem Gréflenkonzept ein? Das einzig Brauchbare
in Schul- und Hochschulbiichern zur Bruchrechnung sind oftmals nur die Anwei-
sungen zur Ausfithrung der vier Grundrechenarten, so dass auch hier offenkundig
wird, weshalb sich Schiiler v6llig unbeweglich an diese Algorithmen klammern.

3 ...und ihre Entsorgung

3.1 Zum Zahlverstandnis in der Grundschule

Die Verwendung der natiirlichen Zahlen im Sinne des Anzahlaspektes scheint mir
die wichtigste Art fiir den Mathematikunterricht der Grundschule zu sein. Des-
halb mochte ich diese Verwendungsweise etwas genauer analysieren: Stets dann,
wenn wir ein Objekt wie beispielsweise unsere Hand dazu benutzen, um die An-
zahl der Elemente einer Menge anzugeben, verwenden wir dieses Objekt nicht im
Hinblick auf sich selbst, sondern wir beziehen uns damit auf etwas anderes. So ge-
sehen erfiillen solche Objekte die klassische Definition von Zeichen in der Semiotik:
Aliquid stat pro aliquo. Nach einer etwas differenzierteren Charakterisierung von
Zeichen i.Allg. vergegenwértigen wir uns durch sie einen Aspekt eines anderen Ge-
genstandes. Der wesentliche Unterschied zwischen Zahlzeichen und anderen Zeichen
besteht demnach in dem Aspekt, den wir uns vergegenwirtigen. Ich benenne ihn im
Fall der Zahlzeichen mit ,,Vielheit“. Durch Zahlzeichen vergegenwértigen wir uns
also die Vielheit einer Menge. Nun geschieht diese Zuordnung von Mengen zu Zei-
chen aber nicht ohne weiteres: Eine fundamentale Eigenschaft dieser Zuordnung ist
z.B., dass ein Zahlzeichen insofern bestédndig ist, als es zu einem spéteren Zeitpunkt
derselben Menge wieder zugeordnet werden kann. Dagegen sind die Eigenschaften
wie Unabhéngigkeit von der Anordnung der Elemente oder deren individueller Be-
schaffenheit, die man herkémmlich als fiir den Zahlbegriff konstituierend ansieht,
eher nebenséchlich. Zu einer Semiotik der Zahl gehort deshalb als dritte Kompo-
nente aufler den eigentlichen Zahlzeichen und den Mengen, auf die sie sich beziehen,
eine Theorie, die diese Beziehung gesetzmiflig beschreibt. Eine solche Theorie habe
ich in [3] bereits formuliert.



Anzahltheorie

Menge Zahlzeichen

Eine genauere Analyse der Tétigkeiten bei der Anzahlbestimmung fithrt uns
dariiber hinaus zu unterschiedlichen Arten der Zahlzeichenermittlung, die jeweils
mit Spezialisierungen der Haupttheorie korrelieren. So fithren wir bei Anzahlbe-
stimmungen zwar stets eine bijektive Zuordnung zu einer Teilmenge eines Zeichen-
Vorrats durch. Doch manche Zeichenvorrite werden linear geordnet benutzt, so dass
weiterhin die Moglichkeit besteht, das zuletzt benutzte Zeichen als Zeichen fiir die
gesamte Teilmenge und damit als Zahlzeichen fiir die Vielheit der Ausgangsmenge
zu verwenden. So gelangen wir zu den Z#dhlzahlen. Auf der Basis einer einfachen
bijektiven Zuordnung kann aber auch eine systematische Biindelung vorgenommen
werden; wenn die Biindelzeichen dariiber hinaus ortsabhéngig sind, gelangt man
auf diese Weise zu Stellenwertzahlen.

Aufgrund dieser Differenzierung der Anzahlbestimmungen gelangt man zu der
Aussage, dass Zahlzeichen, die am Abakus gebildet werden, Stellenwertzahlen sind,
wohingegen solche Zahlzeichen, die mit Biindelmaterial z.B. nach Dienes gebildet
werden, nur Biindelwertzahlen ohne Stellenwert sind.

Dieses semiotische Zahlverstédndnis halte ich deshalb fiir besonders geeignet, den
Zahlgebrauch in der Grundschule zu beschreiben, weil es einerseits die M6glichkeit
einer exakten Klassifikation von sogen. Anschauungsmaterial zum Zahlbegriff bie-
tet, andererseits jede Veranschaulichung von Zahlen und des Rechnens mit ihnen
iiberfliissig macht. Denn Zahlen werden hier als Zeichen aufgefasst und sind damit
bereits anschaulich.

Dieser Sichtwechsel bewirkt eine Entmythologisierung des angeblichen Operie-
rens mit mentalen Konstrukten (die niemand kennt!) und einen Abbau der Uber-
heblichkeit, mit der man ,;schwachen® Schiilern der Gebrauch von Rechenmaterial
zugesteht, wihrend die ,,starken“ (im Geiste) solches nicht nétig haben.

3.2 Zur Methodik des Abakus-Rechnens in der
Grundschule

Als Abakus bezeichne ich eine endliche aber beliebige Menge gekennzeichneter Orte
in linearer Anordnung, denen endliche Mengen gleichartiger Gegensténde so zuge-
ordnet werden, dass folgende Handlungsregel gilt: m,, Gegensténde, die sich an der
Stelle n befinden, werden durch einen Gegenstand an der Stelle n+1 ersetzt.
Nach dieser Definition sind neben den historischen Abakusformen auch das Re-
gisterspiel von H. WINTER sowie der Minicomputer von F. und G. PAPY mogliche



Arten des Abakus. Ich selbst habe in der Schule als Abakus einige Teppichflicken
mit Streichhoélzern, die man auf die Flicken legt, benutzt. Diese Zusammenstellung
bezeichne ich als Schulabakus.

Aufgrund der Charakterisierung des Abakus als Stellenwertsystem ist es sinn-
voll, ihn erst dann einzusetzen wenn Zahlen als Stellenwertzahlen behandelt werden.
Dies geschieht zwar schon im ersten Schuljahr, aber in wesentlich gréflerem Umfang
iiblicherweise erst im zweiten. Nach einer griindlichen Einfithrung der dekadischen
Biindelungsregel an diesem Gerét sind die Schiiler in der Lage einer Menge von Ge-
genstinden das entsprechende Zahlzeichen am Abakus zuzuordnen. Durch die nahe-
liegende Beschreibung dieser Zahlzeichen mit (geschriebenen) Ziffern klirt sich fiir
Kinder der Aufbau der herkémmlichen Ziffernzahlen im dekadischen Stellenwertsy-
stem. Anhand der iiblichen Benennung dieser Ziffernzahlen durch Zahlworter kann
dariiber hinaus die Zahlwortsprache hinsichtlich der zugrunde liegenden dekadi-
schen Biindelung analysiert werden, was zu einer Bezeichnung der Abakusfelder
als Zig-Feld (herkommlich Zehner-Feld), Hunderter-Feld usw. Anlass gibt.

Die Addition mehrstelliger Zahlen kann anschliefflend bequem innerhalb einer
Schulstunde allgemein mit Stelleniiberschreitung und weit iiber den iiblicherweise
geforderten Zahlenraum hinaus eingefiihrt werden. Zur Vertiefung dieser Hand-
lungsweise bieten sich dann z.B. Aufgaben des Ergéinzens an. Eine weitere Anwen-
dung und Vertiefung der Addition ist die Berechnung einfach zu bildender Vielfache
einer mehrstelligen Zahl also z.B. des Doppelten oder Dreifachen. Mit diesem Wis-
sen ist es weiterhin fiir Schiiler moglich, die Besonderheit des Verzehnfachens einer
Stellenwertzahl zu entdecken und zu begriinden. Und aufbauend auf dieses Wis-
sen zum Verzehnfachen einer Zahl kénnen Schiiler des zweiten Schuljahres dann
auch schon das Elf- oder Zwolffache einer beliebig grofien Zahl ermitteln. Weiter
gelangt man nach meiner Erfahrung im zweiten Schuljahr noch nicht. Aber da-
mit kdnnen diese Schiiler bereits Aufgaben inhaltlich verstehen und 16sen, die nach
herkémmlichem Unterricht erst im vierten Schuljahr und dort zumeist nur in einem
Rasterverfahren behandelt werden.

Der Aufbau des Multiplizierens wird im dritten Schuljahr weitergefiihrt und
kommt dort auch bereits zu einem Abschluss. Die Schiiler erweitern zunéchst ihren
Anwendungsbereich des Multiplizierens, indem sie auch Vielfache des Zehnfachen
dabei verwenden (s. Abb. [I). Die Verwendung des Hundertfachen, Tausendfachen
usw. in Analogie zum Zehnfachen f&llt dann nicht mehr schwer. Damit kénnen
solche Schiiler bereits jede Multiplikationsaufgabe, die derzeit in der Grundschule
vorkommt, aufgrund ihres inhaltlichen Verstindnisses der Stellenwertzahlen und
des Multiplizierens l6sen. In dem Mafle, in dem sie nun noch das Ein-mal-Eins
beherrschen, konnen sie dariiber hinaus ihre Berechnung beschleunigen, weil sie
damit die Vielfachen des Einfachen, Zehnfachen usw. schneller bestimmen kénnen
als durch die ausfiihrliche mehrfache Addition.

Die Entwicklung schriftlicher Formen des Rechnens setzt schon wenige Mona-
te nach der Einfithrung des Abakus ein. Sobald nédmlich die Schiiler iiber Hand-
lungsschemata zum Rechnen am Abakus verfiigen, reduzieren sie den konkreten
Handlungsaufwand am Abakus von sich aus und machen stattdessen Notizen zu
dem, was sie denken. Diese Notizen sind weder bei allen Schiilern noch bei ei-
nem Schiiler iiber einen ldngeren Zeitraum hinweg gleich. Es bilden sich aber doch



Abbildung 1: 42 x 15/

einige Grundformen heraus, die als vorteilhaft angesehen werden. Solche Grund-
formen kénnen zu individuell verschiedenen Endformen des schriftlichen Rechnens
weiterentwickelt werden (s. Abb. [2] als Beispiel eines ,,individuellen® Divisionsver-
fahrens). Das Versténdnis des Rechnens wird dabei allerdings nur erweitert, aber
nicht vertieft.
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Abbildung 2: 32208 : 7

Die Subtraktion am Abakus ist — wie schon die Addition — ein Kinderspiel und
kann von Schiilern des zweiten Schuljahres leicht als Umkehrung der Handlungen
beim Addieren selbst abgeleitet werden. Fiihrt man sodann die Division als wieder-
holte Subtraktion ein, so kénnen die Schiiler Divisionsaufgaben (mit Rest!) 16sen,
die weit auBerhalb der Moglichkeiten des herkémmlichen Mathematikunterrichts
an Grundschulen liegen. Diese wiederholte Subtraktion wird im né#chsten Schritt
durch die Verwendung von Vielfachen des Divisors rationalisiert. Ahnlich wie beim
Multiplizieren fithrt dann auch beim Dividieren die Verwendung des Zehnfachen,
Hundertfachen usw. schliefilich zu brauchbaren Formen des Rechnens, welche die
Schiiler nach ihren individuellen Fahigkeiten gestalten konnen.

Eine ausfiihrlichere Behandlung dieser Methodik ist in [4] zu finden.
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3.3 Zur Methodik des Bruchrechnens in der
Grundschule

Unter einem Bruch will ich ein Zeichen verstehen, durch welches man sich die
Vielheit der Portionen einer Teilpartition gegeniiber der Vielheit der Portionen
der ganzen Partition einer Quantitit vergegenwértigen kann. Dabei meine ich mit
»Quantitdt® eine endliche Menge oder einen Reprisentanten einer Groéfle und mit
,Partition einer Quantitit“ eine vollstdndige (eventuell nur gedankliche) Zerlegung
dieser Quantitit in gleichgrofie Portionen und mit der Teilpartition einen (echten)
Teil dieser Partition.

Umgangssprachlich kann eine solche Zerlegung einer Quantitét in der Form ,,n

der m Teile von ...“ beschrieben werden. Daher ist ein Ausdruck wie ,,drei der
fiinf Teile von ... * ein Bruchzeichen. Fiir den Unterricht ist diese Ausdrucksweise
giinstiger als die iibliche Sprechweise (,drei Fiinftel von ...% u.dgl.); denn die-

ser restringierten Form ist die Bedeutung des Bruchzeichens entschieden schwerer
zu entnehmen. Um jedoch den Schreibaufwand bei der Notation solcher Briiche
zu reduzieren, ist es von Vorteil, eine abkiirzende Schreibweise zu verwenden. Die
Schreibweise, die ich selbst im Unterricht benutzt habe, hatte die Form ,,n/m von

.. “ (mit Schrigstrich!); im Vergleich zur gesprochenen Form fehlen hier die bei-
den Worter ,,der* und ,, Teile“, dafiir wird ein Schrigstrich ,,/“ als Trennzeichen
zwischen den beiden Zahlzeichen notiert. Das Wort ,,von* habe ich beim schriftli-
chen Ausdruck beibehalten, um den Zusammenhang zum gesprochenen Ausdruck
und damit zur Bedeutung des Bruchzeichens zu betonen. Eine andere Schreibwei-
se fiir Briiche entwickelte ich im Laufe des Unterrichts bei der Ikonisierung von
Handlungen, die zur Partitionierung von Quantitdten durchgefiithrt werden. Da bei
der konkreten Herstellung von einzelnen Portionen sehr oft Behiltnisse benutzt
werden, bietet sich ein Ikon wie U als Zeichen fiir das Vorkommen einer Porti-
on innerhalb einer Partition an. Damit ist beispielsweise UU miihelos als
Bruchikon interpretierbar, welches zu ,,3/5 von ... “ synonym ist.

Aufgrund dieser sprachlichen Regelung ist es Kindern im vierten Schuljahr ohne
weiteres moglich, die Grole der Bruchteile von Quantitéten zu berechnen, wobei ich
unter einem Bruchteil die Vereinigung der einzelnen Portionen einer Teilpartition
verstehe. Die entsprechende schriftliche Aufgabenstellung kann in der Form ,,n/m

von X = “ erfolgen. Der Erweiterung und Festigung dieses Versténdnisses von
Briichen dienen Variationen dieser Grundaufgabe:

1. n/mvon:Y
2./mvonX:Y
3. n/vonX:Y.

Alle diese Aufgaben sind ohne Kenntnis der Gleichungslehre durch inhaltliche Uber-
legungen 1sbar und bereiten auch schwiicheren Schiilern nur geringe Probleme (s.

Abb. [B).
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Abbildung 3

Zu einer Vertiefung des Bruchverstéindnisses im Hinblick auf die Gleichwertig-
keit von Briichen gelangen die Schiiler bei der Losung der folgenden Variation der

Grundaufgabe: / von X = Y. Denn wihrend einerseits zwei Bruchzeichen
(a/b, ¢/d), die aus unterschiedlichen Zahlzeichen bestehen (a # ¢, b # d), stets ver-
schieden sind, da sie sich auf unterschiedliche Partitionen einer Quantitit beziehen,
so stellen Schiiler bei der Losung dieser Aufgabe andererseits auch fest, dass die
Anwendung unterschiedlicher Briiche auf eine Quantitét sehr wohl zu gleich grofien
Bruchteilen dieser Quantitét fithren kann. Dies legt die Moglichkeit des Vergleichs
von Briichen durch Anwendung auf Quantitéiten nahe.

Ganz dhnlich wie der Vergleich von Briichen wird auch die Addition durch-
gefiihrt. Aufgrund der Einfithrung von Briichen als Operatoren erscheint Schiilern
die Frage nach der Summe zweier Briiche unsinnig oder zumindest unvollsténdig.
Sie fragen dann némlich zuriick, worauf die Briiche zu beziechen seien. Ist eine
Bezugsquantitit ausgewihlt, dann fillt es ihnen nicht weiter schwer, die Summe
der entsprechenden Bruchteile zu bestimmen und als Ergebnis einen zugehérigen
Bruch anzugeben. Uberldsst man Schiilern die freie Wahl der Bezugsquantitiit,
dann erkennen sie schnell, dass manche Quantitéiten einfacher zu verwenden sind
als andere, und sie finden ebenso schnell Kriterien fiir eine geeignete Bezugsquan-
titdt: Sind a/b und c/d die Briiche, zu denen eine geeignete Quantitit gesucht
wird, dann muss die Grofle dieser Quantitit ein Vielfaches der beiden Partitions-
gréfen b und d sein. Mit diesem Wissen konnen Schiiler beliebige Briiche addieren
und sie stellen dabei fest, dass das Ergebnis von der Bezugsquantitéit unabhéngig
ist. Dadurch klért sich Schiilern die Frage nach der Summe zweier Briiche, die sie
zunéichst fiir unvollstéindig hielten, wenn keine Bezugsquantitit angegeben war (s.

Abb. [@).
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Abbildung 4: 8/4 +1/5

Weiter konnte ich die Bruchrechnung in meiner Klasse aus zeitlichen Griinden
leider nicht betreiben. M.E. wire es aber durchaus méglich, auch die Anwendung
eines Bruchs auf den Bruchteil einer Quantitit in der Grundschule zu behandeln,
um so zur herkémmlichen Multiplikation von Briichen zu gelangen, und die Division
wére gewiss im Sinne des Aufteilens durchfiithrbar.

Es ist jedoch nicht entscheidend, wie weit man das Bruchrechnen in der Grund-
schule betreibt, sondern dass man die Moglichkeit nutzt, ohne grofien Aufwand
ein grundlegendes Verstédndnis fiir Bruchzahlen zu vermitteln. Die derzeitige Be-
schrénkung auf einfachste konkrete Briiche (%, i, %) steht diesem Versténdnis, ins-
besondere beziiglich der Dezimalzahlen, nur im Wege.

3.4 Zur Methodik der Dezimalzahlen

Einen einfachen Zugang zu Dezimalzahlen und insbesondere zu periodischen Dezi-
malzahlen ermoglicht die Anwendung von Briichen auf Stellenwertzahlen am Aba-
kus. Da eine Zahl am Abakus als Sequenz von Quantitidten aufgefasst werden kann,
besteht die Aufgabe darin, jede dieser Quantitéiten so zu partitionieren, wie es durch
den Bruch angezeigt wird. Im Falle eines Stammbruchs 1/n fiihrt diese Aufgabe zur
iiblichen Handlungsweise des Dividierens durch Verteilen (s. Abb. . Falls diese
Division restlos durchfithrbar ist, erhélt man in jedem Feld des Abakus n Portio-
nen gleicher Grofle. D.h. es liegt am Abakus n-mal die gleiche Stellenwertzahl —
die Ausgangszahl wurde also in n Teile (additiv) zerlegt. Dies berechtigt uns dazu,
jede dieser n Zahlen als 1/n der Ausgangszahl zu bezeichnen.

Die Partitionierung der einzelnen Quantitdten am Abakus geschieht zwar nicht
immer restlos, doch kann ein eventuell entstehender Rest aus dem jeweiligen Feld
entfernt werden, indem man ihn entbiindelt — sofern es sich nicht gerade um das
niedrigste (erste) Feld handelt. Aufgrund dieses Vorgehens beim Entfernen von
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Resten ist es i.Allg. giinstiger, mit dem Partitionieren einer Stellenwertzahl an ih-
rer hochsten Stelle zu beginnen. Man arbeitet so stets nur in einer Richtung an
der Zahl und verlagert das Problem des Partitionierens von Resten auf das jeweils
niedrigere Feld bis man beim niedrigsten angelangt ist. Die Handlungen miissen
in diesem Feld auch dann enden, wenn sich dort ein Rest ergibt, weil rechts da-
neben kein weiteres Feld mehr vorhanden ist, wohin man diesen Rest entbiindeln
kénnte. Aber ebenso wie man einen Abakus bei Bedarf stets um ein Feld hoherer
Wertigkeit (nach links) erweitern kann, ist es auch méglich, eine Erweiterung mit
niedrigerer Wertigkeit (nach rechts) vorzunehmen. Dies erscheint zwar fragwiirdig,
weil man gewohnt ist, ,Einer“ als kleinste Einheit anzusehen. Doch der Wert ei-
nes Steinchens in dem Feld, das rechts neben dem ersten hinzugefiigt wird, ist der
Biindelungsregel unmittelbar zu entnehmen: Wenn nédmlich 10 solcher Steinchen
aufgrund dieser Biindelungsregel (im dekadischen System) gleichwertig durch ein
Steinchen im ersten Feld ersetzbar sind, dann ist der Wert eines dieser 10 Stein-
chen 1/10 des Wertes von einem Steinchen im ersten Feld oder 1/10 von 1. Dieser
Zusammenhang gilt nicht nur fiir die hinzugefiigten Felder, sondern fiir jedes Paar
benachbarter Felder am Abakus.

Durch die Erweiterung des Abakus nach rechts wird es notwendig, das erste Feld
(Einer) eigens zu kennzeichnen, da es sich nicht mehr an der ersten Stelle von rechts
befindet. Bei der schriftlichen Notation von Stellenwertzahlen verwendet man dazu
ein Komma oder einen Punkt. Am Abakus kann man einen Gegenstand zwischen
die entsprechenden Felder legen.
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Abbildung 5: 14,79 : 12

Auf der Grundlage dieses Versténdnisses von Dezimalbriichen klért sich Schiilern
ihre Verwendung zur Groflenangabe. In diesem Fall ist der Wert eines Steinchens
im ersten Feld namlich durch die Mafleinheit eines Gréf8enbereichs bestimmt. Folg-
lich ist der Wert eines Steinchens im Feld rechts daneben 1/10 dieser Mafleinheit.
Auf diese Weise konnen sich Schiiler sukzessive die Werte aller Nachkommastellen
selbst erschliefen. Selbst Zeitangaben in Stunden, Minuten und Sekunden kénnen
Kinder in der Grundschule als Stellenwertzahlen verstehen und mit ihnen entspre-
chend rechnen. Der einzige Unterschied zum {iiblichen Zehnersystem besteht ja nur
darin, dass die Biindelungsregel hier alternierend ist, d.h. es werden abwechselnd
10 bzw. 6 Steinchen zu einem Biindel zusammengefasst. Die Differenz zweier Zeit-
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intervalle (s. Abb. [6) ist so gesehen ebenso leicht zu bestimmen wie die Differenz
von zwei dekadischen Zahlen.
Bei Rechnungen zum Groflenbereich Geld passen wir den Abakus dem Biindel-

V6 .tsh

- 1.5%h

0806
Abbildung 6: 10.05 h — 1.59 h

system des Geldes (Zweier- und Fiinferbiindelung) nicht vollstindig an, sondern
handhaben ihn rein dekadisch. Dabei ist es nebenséchlich, ob der Preis einer Ware
in D-Mark und Pfennig (Euro und Cent) oder als Dezimalzahl mit (mindestens)
dreistelligem Nachkommateil wie bei Benzin angegeben ist — die Rechenhandlun-
gen sind im Wesentlichen gleich. Die Interpretation solcher Rechnungen mit Geld
ist in diesen Fillen konkret gar nicht moglich, und dennoch kénnen Grundschiiler
aufgrund der Handlungen am Abakus den Wert eines fiktiven Geldstiicks ermit-
teln, das in einem solchen Fall der Wert eines Steinchen im dritten Feld hinter dem
Komma wire.

Hat man einmal die Moglichkeit der Erweiterung eines Abakus nach rechts
erkannt, dann steht der Fortsetzung des Partitionierens einer Zahl iiber das erste
Feld hinaus nichts mehr im Wege. Ergibt sich also bei der Anwendung eines Bruchs
auf eine Zahl am Abakus zunéchst ein Rest im ersten Feld (Einer), dann wird dieser
Rest (wie iiblich) ins Feld rechts daneben entbiindelt und das Partitionieren dort
fortgesetzt. Das Partitionieren der Zahl endet daher zwangsléufig erst dann, wenn
sich kein Rest mehr ergibt. Die Schiiler machen in diesem Zusammenhang aber auch
die Erfahrung, dass sich bei manchen Rechnungen (z.B. 1/3 von 1) immer wieder
ein Rest ergibt — und sie kénnen im Falle periodischer Dezimalbriiche anhand der
tatséichlich durchgefithrten Rechenhandlungen sogar begriinden, weshalb der Rest
selbst bei beliebig langer Fortsetzung des Rechenvorgangs niemals verschwinden
wird.
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